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Аннотация
Данная работа посвящена вопросам приближения квадратичных алгебраических ре-
шёток и сеток целочисленными решётками и рациональными сетками.
Даётся общая постановка вопроса о приближении алгебраических решёток и соответ-
ствующих сеток целочисленными решётками и рациональными сетками.
В случае простого 𝑝 вида 𝑝 = 4𝑘+3 или 𝑝 = 2 рассматривается целочисленная решётка,
заданная 𝑚-й подходящей дробью к числу
√
𝑝. В явном виде выписана соответствующая
алгебраическая решётка и обобщённая параллелепипедальная сетка.
Для определения качества соответствующей обобщённой параллелепипедальной сетки
определена функция качества, которая для своего вычисления требует 𝑂(𝑁) арифмети-
ческих операций, где 𝑁 — количество точек сетки. Центральным результатом является
алгоритм вычисления функции качества за 𝑂
(︁√
𝑁
)︁
арифметических операций.
Сформулирована гипотеза о существовании алгоритма, требующего 𝑂 (ln𝑁) арифме-
тических операций. Намечен подход для вычисления сумм с целыми частями линейных
функций.
Ключевые слова: квадратичные поля, приближение алгебраических сеток, функция ка-
чества, обобщённая параллелепипедальная сетка.
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Abstract
This paper is devoted to the approximation of quadratic algebraic lattices and grids by
integer lattices and rational grids.
A General formulation of the problem of approximation of algebraic lattices and cor-
responding meshes by integer lattices and rational meshes is given.
In the case of a simple 𝑝 of the form 𝑝 = 4𝑘 + 3 or 𝑝 = 2, we consider an integer lattice
given 𝑚by a suitable fraction to the number
√
𝑝. The corresponding algebraic lattice and the
generalized parallelepipedal grid are written out explicitly.
To determine the quality of the corresponding generalized parallelepipedal grid, a quality
function is defined, which requires 𝑂(𝑁) arithmetic operations for its calculation, where 𝑁 — is
the number of grid points. The Central result is an algorithm for computing a quality function
for 𝑂
(︁√
𝑁
)︁
arithmetic operations.
We hypothesize the existence of an algorithm that requires 𝑂 (ln𝑁) arithmetic operations.
An approach for calculating sums with integral parts of linear functions is outlined.
Keywords: quadratic fields, approximation of algebraic grids, quality function, generalized
parallelepipedal grid.
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1. Введение
Алгебраические решётки и соответствующие алгебраические сетки вошли в науку, как
новое самостоятельное направление в теоретико-числовом методе в приближённом анализе,
в 1976 году в работах К. К. Фролова [25], [26]. Главное их достоинство заключается в том,
что на них достигается правильный порядок погрешности приближенного интегрирования на
классах Коробова [20], [27] и правильный порядок гиперболической дзета-функции решёток
[12], [13].
К недостаткам квадратурных формул с алгебраическими сетками относится то, что это
квадратурные формулы с весами, причём достаточно сложными. При оценке погрешности
приближенного интегрирования возникают большие величины констант, которые трудно оце-
нить. В результате применение таких квадратурных формул на практике весьма проблема-
тично.
В связи с этим возникает вопрос о приближении алгебраических сеток рациональными.
Так как рациональные параллелепипедальные сетки дают квадратурные формулы с равными
весами только в случае, если они образованы точками решётки, взаимной к целочисленной
решётке, то возникает проблема приближения алгебраической решётки целочисленной решёт-
кой.
Пусть у нас есть алгебраическая решётка Λ(𝑡, 𝐹 ) = 𝑡Λ(𝐹 ), где Λ(𝐹 ) — решётка, состоя-
щая из точек (Θ(1), . . . ,Θ(𝑠)), образующих полный набор алгебраически сопряжённых чисел, и
Θ = Θ(1) пробегает кольцо целых алгебраических чисел чисто вещественного алгебраического
поля 𝐹 . Вопрос о приближении алгебраической решётки Λ(𝑡, 𝐹 ) целочисленной решёткой Λ(𝑡)
можно ставить так:
Найти целочисленную решётку Λ(𝑡) такую, что расстояние 𝜌(Λ(𝑡),Λ(𝑡, 𝐹 )) минимальное
для заданного натурального 𝑡.
Теория гиперболической дзета-функции решёток показывает, что наиболее важны те ре-
шётки Λ, для которых отношение гиперболического параметра решётки 𝑞(Λ) к detΛ наиболь-
шее. Определение гиперболического параметра смотри ниже на стр. 246.
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Для произвольного вектора ?⃗? его дробной частью называется вектор
{?⃗?}=({𝑥1}, . . . , {𝑥𝑠}).
Далее везде под произвольной решёткой Λ ⊂ R𝑠 мы будем понимать только полные решёт-
ки, то есть
Λ = {𝑚1?⃗?1 + . . .+𝑚𝑠?⃗?𝑠 = ?⃗? ·𝐴 |?⃗? = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ Z𝑠},
где ?⃗?1 = (𝜆1 1, . . . , 𝜆1 𝑠),. . . ,?⃗?𝑠 = (𝜆𝑠 1, . . . , 𝜆𝑠 𝑠) — система линейно-независимых векторов в R𝑠,
а матрица решётки 𝐴 задана соотношениями
𝐴 =
⎛⎜⎝ 𝜆1 1 . . . 𝜆1 𝑠... . . . ...
𝜆𝑠 1 . . . 𝜆𝑠 𝑠
⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝ ?⃗?1...
?⃗?𝑠
⎞⎟⎠ .
Взаимная решётка Λ* = {?⃗? | ∀?⃗? ∈ Λ (?⃗?, ?⃗?) ∈ Z}. Непосредственно из определения следует
равенство (𝑞Λ)* =
1
𝑞
Λ*.
Определение 1. Для произвольной решётки Λ обобщённой параллелепипедальной се-
ткой 𝑀(Λ) называется множество 𝑀(Λ) = Λ* ∩𝐺𝑠, где 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠.
Сетка 𝑀1(Λ) = Λ
* ∩ [−1; 1)𝑠.
Обобщённой параллелепипедальной сеткой II рода 𝑀 ′(Λ) называется множество
𝑀 ′(Λ) = {?⃗? | ?⃗? = {?⃗?}, ?⃗? ∈𝑀1(Λ)}.
Пусть ?⃗? = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) — целочисленный вектор такой, что многочлен
𝑃?⃗?(𝑥) =
𝑠−1∑︁
𝜈=0
𝑎𝜈𝑥
𝜈 + 𝑥𝑠 (1)
неприводим над полем рациональных чисел Q и все корни Θ𝜈 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) многочлена (1)
действительные.
Обозначим через 𝑇 (⃗𝑎) матрицу степеней алгебраически сопряжённых целых алгебраиче-
ских чисел Θ1,. . . ,Θ𝑠 — корней многочлена 𝑃?⃗?(𝑥):
𝑇 (⃗𝑎) =
⎛⎜⎜⎜⎝
1 . . . 1
Θ1 . . . Θ𝑠
...
...
...
Θ𝑠−11 . . . Θ
𝑠−1
𝑠
⎞⎟⎟⎟⎠ , (2)
а через Θ⃗ = (Θ1, . . . ,Θ𝑠)— вектор полного набора алгебраически сопряжённых чисел — корней
многочлена 𝑃?⃗?(𝑥).
Для любого 𝑡 > 0 решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) называется алгебраической. Она имеет вид
Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))=
{︃
𝑥=
(︃
𝑡
𝑠∑︁
𝜈=1
Θ𝜈−11 𝑚𝜈 , . . . , 𝑡
𝑠∑︁
𝜈=1
Θ𝜈−1𝑠 𝑚𝜈
)︃
= 𝑡 · ?⃗? · 𝑇 (⃗𝑎)
⃒⃒⃒⃒
⃒ ?⃗? ∈ Z𝑠
}︃
.
Таким образом, алгебраическая решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) имеет базис ?⃗?𝜈 = 𝑡 · (Θ𝜈−11 , . . . ,Θ𝜈−1𝑠 )
(𝜈 = 1, . . . , 𝑠).
Естественной научной проблемой является вопрос о приближении алгебраической сетки
рациональной сеткой. Из теории обобщённых параллелепипедальных сеток и квадратурных
формул с этими сетками возникает следующая постановка.
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Дана алгебраическая решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) и натуральное 𝑡, требуется найти целочис-
ленную решётку ΛZ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) такую, чтобы величина гиперболического параметра решётки
ΛZ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) была наибольшей, когда
lim
𝑡→∞
1
𝑡
ΛZ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) = Λ(𝑇 (⃗𝑎)).
В связи с этим можно дать следующее определение наилучшего приближения алгебраиче-
ской решётки Λ(𝑡, 𝐹 ) целочисленной решёткой Λ(𝑡).
Целочисленная решётка Λ(𝑡) называется наилучшим приближением алгебраической ре-
шётки Λ(𝑡, 𝐹 ) с показателем 𝛽, если для любого натурального 𝑡1 < 𝑡 выполняется неравен-
ство
𝑞(Λ(𝑡)) · ln𝛽 detΛ(𝑡)
detΛ(𝑡)
>
𝑞(Λ(𝑡1)) · ln𝛽 detΛ(𝑡1)
detΛ(𝑡1)
.
Такая постановка является новой и ранее не встречалась в литературе.
Принципиальный вопрос, который связан с такой постановкой, заключается в следующем.
Какое минимальное значение 𝛽 допустимо в определении наилучшего приближения ал-
гебраической решётки целочисленной?
Если окажется, что 𝛽 > 0, то это означает, что для наилучших приближений алгебраиче-
ских решёток имеется аналог теоремы Туэ для приближения алгебраических чисел.
В работе [18] рассматривались вопросы приближения алгебраических решёток в случае
квадратичных полей, а в работе [21] сделаны попытки рассмотреть общие подходы в этой
тематике.
Целью данной работы является рассмотрение вопроса о качестве указанных приближений
в случае квадратичных алгебраических решёток.
2. Обозначения и необходимые факты
Рассмотрим квадратичное поле 𝐹 = Q(√𝑝), где 𝑝 — простое число и 𝑝 = 2 или 𝑝 ≡ 3
(mod 4). Тогда кольцо целых алгебраических чисел Z𝐹 имеет вид: Z𝐹 = {𝑛+ 𝑘√𝑝|𝑛, 𝑘 ∈ Z}.
Через Λ(𝐹 ) обозначим алгебраическую решётку поля 𝐹 : Λ(𝐹 )={(Θ(1),Θ(2))|Θ = Θ(1)∈Z𝐹 }
и Θ(1), Θ(2) — целые алгебраически сопряжённые числа.
Таким образом, Θ(1) = 𝑛+𝑘
√
𝑝, Θ(2) = 𝑛−𝑘√𝑝 𝑛, 𝑘 ∈ Z и Θ(1), Θ(2) — корни уравнения
𝑥2 − 2𝑛𝑥 + 𝑛2 − 𝑝𝑘2 = 0. Базис решётки Λ(𝐹 ) имеет вид: ?⃗?1 = (1, 1), ?⃗?2 = (√𝑝,−√𝑝), а
детерминант решётки detΛ(𝐹 ) = 2
√
𝑝. Базис взаимной решётки Λ*(𝐹 ) имеет вид: ?⃗?*1 =
(︀
1
2 ,
1
2
)︀
,
?⃗?*2 =
(︁√
𝑝
2𝑝 ,−
√
𝑝
2𝑝
)︁
и детерминант взаимной решётки detΛ*(𝐹 ) =
√
𝑝
2𝑝 .
Рассмотрим разложение
√
𝑝 в цепную периодическую дробь:
√
𝑝 = 𝑞0 + [(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 2𝑞0)] = 𝑞0 +
1
𝑞1 +
1
. . . +
1
2𝑞0 +
1
𝑞1 +
1
. . .
с периодом (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 2𝑞0). Через 𝑃𝑚𝑄𝑚 будем обозначать 𝑚-ую подходящую дробь к
√
𝑝. Таким
образом,
√
𝑝 =
𝑃𝑚
𝑄𝑚
+
(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄2𝑚
, 0 < 𝜃𝑚 < 1 (𝑚 = 0, 1, . . .). (3)
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Через Λ𝑚(𝐹 ) будем обозначать алгебраическую решётку, заданную равенствами:
Λ𝑚(𝐹 ) = {(𝑄𝑚(𝑛+ 𝑘√𝑝), 𝑄𝑚(𝑛− 𝑘√𝑝))|𝑛, 𝑘 ∈ Z} ,
а через Λ𝑚(𝑝) — целочисленную решётку, заданную равенствами:
Λ𝑚(𝑝) = {(𝑄𝑚𝑛+ 𝑘𝑃𝑚, 𝑄𝑚𝑛− 𝑘𝑃𝑚)|𝑛, 𝑘 ∈ Z} .
Базис решётки Λ𝑚(𝐹 ) имеет вид ?⃗?𝑚,1 = (𝑄𝑚, 𝑄𝑚), ?⃗?𝑚,2 = (𝑄𝑚
√
𝑝,−𝑄𝑚√𝑝), а детерми-
нант решётки detΛ𝑚(𝐹 ) = 2𝑄2𝑚
√
𝑝. Базис взаимной решётки Λ*𝑚(𝐹 ) имеет вид:
?⃗?*𝑚,1 =
(︂
1
2𝑄𝑚
,
1
2𝑄𝑚
)︂
, ?⃗?*𝑚,2 =
(︂ √
𝑝
2𝑝𝑄𝑚
,−
√
𝑝
2𝑝𝑄𝑚
)︂
и детерминант взаимной решётки detΛ*𝑚(𝐹 ) =
√
𝑝
2𝑝𝑄2𝑚
.
Для целочисленной решётки Λ𝑚(𝑝) базис имеет вид ?⃗?𝑚,1,𝑍 = (𝑄𝑚, 𝑄𝑚), ?⃗?𝑚,2,𝑍 = (𝑃𝑚,
−𝑃𝑚), а детерминант решётки detΛ𝑚(𝑝) = 2𝑄𝑚𝑃𝑚. Базис взаимной решётки Λ*𝑚(𝑝) имеет
вид:
?⃗?*𝑚,1,𝑍 =
(︂
1
2𝑄𝑚
,
1
2𝑄𝑚
)︂
, ?⃗?*𝑚,2,𝑍 =
(︂
1
2𝑃𝑚
,− 1
2𝑃𝑚
)︂
и детерминант взаимной решётки detΛ*𝑚(𝑝) =
1
2𝑃𝑚𝑄𝑚
.
Лемма 1. Для 𝑚 > 0 справедливы соотношения
detΛ𝑚(𝐹 ) = detΛ𝑚(𝑝) + (−1)𝑚2𝜃𝑚,
?⃗?𝑚,1 = ?⃗?𝑚,1,𝑍 , ?⃗?𝑚,2 = ?⃗?𝑚,2,𝑍 +
(︂
(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄𝑚
,
(−1)𝑚+1𝜃𝑚
𝑄𝑚
)︂
.
Доказательство. Доказательство получается прямыми вычислениями. 2
Лемма 2. Для 𝑚 > 0 справедливы соотношения
detΛ*𝑚(𝐹 ) = detΛ
*
𝑚(𝑝) + 2 (detΛ
*
𝑚(𝑝))
2 (−1)𝑚+1𝜃𝑚
1 + (−1)
𝑚𝜃𝑚
𝑃𝑚𝑄𝑚
,
?⃗?*𝑚,1 = ?⃗?
*
𝑚,1,𝑍 ,
⃦⃦⃦
?⃗?*𝑚,2 − ?⃗?*𝑚,2,𝑍
⃦⃦⃦
1
=
𝜃𝑚
detΛ𝑚(𝑝)
(︁
𝑃𝑚 +
(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄𝑚
)︁ .
Доказательство. Доказательство получается прямыми вычислениями. 2
Рассмотрим следующие две сетки:
𝑀1(Λ𝑚(𝐹 )) = Λ
*
𝑚(𝐹 ) ∩ [−1; 1)𝑠, 𝑀(Λ𝑚(𝑝)) = Λ*𝑚(𝑝) ∩ [0; 1)𝑠.
Нетрудно видеть, что
𝑀1(Λ𝑚(𝐹 )) =
{︂(︂
𝑛
2𝑄𝑚
+
√
𝑝𝑘
2𝑝𝑄𝑚
,
𝑛
2𝑄𝑚
−
√
𝑝𝑘
2𝑝𝑄𝑚
)︂⃒⃒⃒⃒
𝑘 ∈ 𝐴(𝑛), |𝑛| 6 2𝑄𝑚 − 1
}︂
,
𝐴(𝑛) =
⎧⎪⎨⎪⎩𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ −2𝑃𝑚 < 𝑘 < 2𝑃𝑚, при 𝑛 = 0,−2𝑃𝑚 + 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 < 𝑘 < 2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 , при 𝑛 = 1, . . . 2𝑄𝑚 − 1,
−2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 < 𝑘 < 2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 , при 𝑛 = −1, . . .− 2𝑄𝑚 + 1;
⎫⎪⎬⎪⎭ ,
𝑀(Λ𝑚(𝑝)) =
{︂(︂
𝑛
2𝑄𝑚
+
𝑘
2𝑃𝑚
,
𝑛
2𝑄𝑚
− 𝑘
2𝑃𝑚
)︂⃒⃒⃒⃒
𝑘 ∈ 𝐵(𝑛), 0 6 𝑛 6 2𝑄𝑚 − 1
}︂
,
𝐵(𝑛) =
⎧⎪⎨⎪⎩𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑘 = 0, при 𝑛 = 0,−𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 6 𝑘 6 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 , при 𝑛 = 1, . . . 𝑄𝑚 − 1,
−2𝑃𝑚 + 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 < 𝑘 < 2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 , при 𝑛 = 𝑄𝑚, . . . 2𝑄𝑚 − 1;
⎫⎪⎬⎪⎭ .
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Определение 2. Квадратурной формулой с обобщённой параллелепипедальной сеткой
II типа и весовой функцией 𝜌(?⃗?) называется формула вида
1∫︁
0
· · ·
1∫︁
0
𝑓(?⃗?)𝑑?⃗? = (detΛ)−1
∑︁
?⃗?∈𝑀 ′(Λ)
𝜌?⃗?𝑓(?⃗?)−𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ],
где 𝜌?⃗? =
∑︁
?⃗?∈𝑀1(Λ),{?⃗?}=?⃗?
𝜌(?⃗?), 𝑁 ′(Λ) = |𝑀 ′(Λ)|,
𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ] — погрешность квадратурной формулы.
Для погрешности квадратурной формулы с обобщённой параллелепипедальной сеткой II
рода на классе 𝐸𝛼𝑠 справедлива оценка
1
𝑅𝑁 ′(Λ)[𝐸
𝛼
𝑠 (𝐶)] = sup
𝑓∈𝐸𝛼𝑠 (𝐶)
|𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ]| 6 𝐶𝐵 · 𝑐1(𝛼)𝑠𝜁𝐻(Λ|𝛼),
где
𝑐1(𝛼) = 2
𝛼+1
(︂
3 +
2
𝛼− 1
)︂
, 𝜁𝐻(Λ|𝛼) =
∑︁′
?⃗?∈Λ
(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)
−𝛼.
Для гиперболической дзета-функции 𝜁𝐻(Λ|𝛼 произвольной решётки Λ справедлива обобщён-
ная теорема Бахвалова [14]
𝜁𝐻(Λ|𝛼) 6 𝐶3(𝛼, 𝑠)𝐶1(Λ)𝑠 при 𝑞(Λ) = 1,
𝜁𝐻(Λ|𝛼) 6 𝐶4(𝛼, 𝑠)𝑞−𝛼(Λ)(ln 𝑞(Λ) + 1)𝑠−1 при 𝑞(Λ) > 1, (4)
где гиперболический параметр решётки
𝑞(Λ) = min
?⃗?∈Λ∖{0⃗}
𝑞(?⃗?)
имеет простой геометрический смысл: гиперболический крест 𝐾𝑠(𝑇 ) не содержит ненулевых
точек решётки Λ при 𝑇 < 𝑞(Λ).
Гиперболическим крестом называется область
𝐾𝑠(𝑇 ) = {?⃗? | 𝑞(?⃗?) 6 𝑇},
где 𝑞(?⃗?) = 𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠 — усечённая норма ?⃗?, и для вещественного 𝑥 обозначаем 𝑥 = max(1, |𝑥|)
([19], 1963).
В работе [15] доказана следующая асимптотическая формула.
Обозначим через 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) дзета-функцию Дедекинда главных идеалов квадратичного по-
ля 𝐹 : 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) =
∑︀
(𝜔) |𝑁(𝜔)|−𝛼, тогда 𝜁 ′𝐷0(𝛼|𝐹 ) = −
∑︀
(𝜔) ln(𝑁(𝜔))|𝑁(𝜔)|−𝛼.
Теорема 1. Справедливо асимптотическое равенство
𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) = 2(detΛ)
𝛼𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 )
𝑅
· ln detΛ(𝑡)
(detΛ(𝑡))𝛼
−
−2(detΛ)
𝛼
(︀
ln (detΛ) 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) + 𝜁 ′𝐷0(𝛼|𝐹 )
)︀
𝑅(detΛ(𝑡))𝛼
+
2(detΛ)𝛼𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 )
(detΛ(𝑡))𝛼
(︃
𝜃1(𝛼) +
𝜃2(𝛼)
sh
(︀
𝛼𝑅
2
)︀)︃ ,
где |𝜃1(𝛼)| 6 1 и 1
𝜀
(1)𝛼2
0
6 𝜃2(𝛼) 6 𝜀
(1)𝛼
2
0 , 𝜀0 — фундаментальная единица квадратичного поля
𝐹 и 𝑅 — регулятор этого поля.
1Здесь и далее символ
∑︀′ обозначает, что из области суммирования исключён нулевой набор.
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Доказательство. Доказательство см. [15]. 2
Хорошо известно, что граничной функцией класса 𝐸2𝑠
(︁
·, 𝜋26
)︁
для параллелепипедальных
сеток является функция ℎ(𝑥, 𝑦) = 9(1− 2{𝑥})2(1− 2{𝑦})2, поэтому для оценки качества сетки
𝑀(Λ𝑚(𝑝)) можно использовать функцию
𝐻(𝑀(Λ𝑚(𝑝))) =
9
2𝑃𝑚𝑄𝑚
2𝑄𝑚−1∑︁
𝑛=0
∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)
(︂
1− 2
(︂
𝑛
2𝑄𝑚
+
𝑘
2𝑃𝑚
)︂)︂2(︂
1− 2
(︂
𝑛
2𝑄𝑚
− 𝑘
2𝑃𝑚
)︂)︂2
.
Будем для краткости называть это выражение функцией качества. Для вычисления функ-
ции качества обобщённой параллелепипедальной сетки 𝑀(Λ𝑚(𝑝)) требуется 𝑂(𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚))
арифметических операций, где 𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚) — количество точек сетки 𝑀(Λ𝑚(𝑝)).
Цель данной работы — найти алгоритм вычисления функции качества за 𝑂(
√︀
𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚))
арифметических операций.
3. Преобразование функции качества
Прежде всего, подсчитаем количество слагаемых в выражении для функции качества,
которое обозначим через 𝑁 = 𝑁(𝑃,𝑄), где 𝑃 = 𝑃𝑚, 𝑄 = 𝑄𝑚.
Лемма 3. Для функции качества справедливо равенство 𝑁 = 𝑁(𝑃,𝑄) = 2𝑃𝑄.
Доказательство. Действительно,
𝑁 =
2𝑄−1∑︁
𝑛=0
|𝐵(𝑛)|, |𝐵(𝑛)| =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, при 𝑛 = 0,
1 + 2
[︁
𝑃 ·𝑛
𝑄
]︁
, при 𝑛 = 1, . . . 𝑄− 1,
2𝑃 − 1, при 𝑛 = 𝑄,
1 + 2
[︁
2𝑃 − 𝑃 ·𝑛𝑄
]︁
, при 𝑛 = 𝑄+ 1, . . . 2𝑄− 1.
Отсюда следует, что
𝑁 = 2𝑄+2(𝑃 − 1) + 2
𝑄−1∑︁
𝑛=1
(︂[︂
𝑃 · 𝑛
𝑄
]︂
+
[︂
𝑃 − 𝑃 · 𝑛
𝑄
]︂)︂
= 2𝑄+2(𝑃 − 1) + 2(𝑄− 1)(𝑃 − 1) = 2𝑃𝑄,
так как[︂
𝑃 · 𝑛
𝑄
]︂
+
[︂
𝑃 − 𝑃 · 𝑛
𝑄
]︂
= 𝑃 −
{︂
𝑃 · 𝑛
𝑄
}︂
−
{︂
−𝑃 · 𝑛
𝑄
}︂
= 𝑃 − 1 при 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑄− 1.
2
Далее нам потребуются полные суммы дробных долей 𝑆𝜈,𝜇(𝑃,𝑄), которые задаются равен-
ствами:
𝑆𝜈,𝜇(𝑃,𝑄) =
1
𝑄
𝑄−1∑︁
𝑛=1
(︂
𝑛
𝑄
)︂𝜈 {︂𝑃 · 𝑛
𝑄
}︂𝜇
, 𝜈, 𝜇 > 0.
Мы будем рассматривать только случай (𝑃,𝑄) = 1. Такие суммы рассматривались в работах
[1]–[7], [16], [23]–[24]. Аналогичные неполные суммы дробных долей были детально изучены в
работах [8]–[11].
Наряду с обозначением 𝐻(𝑀(Λ𝑚(𝑝))) будем использовать 𝐻(𝑃,𝑄):
𝐻(𝑃,𝑄) =
9
𝑁
2𝑄−1∑︁
𝑛=0
∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)
(︂
1− 2
(︂
𝑛
2𝑄
+
𝑘
2𝑃
)︂)︂2(︂
1− 2
(︂
𝑛
2𝑄
− 𝑘
2𝑃
)︂)︂2
.
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Нетрудно видеть, что
𝐻(𝑃,𝑄) =
9
𝑁
2𝑄−1∑︁
𝑛=0
∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)
(︃(︂
1− 𝑛
𝑄
)︂2
−
(︂
𝑘
𝑃
)︂2)︃2
.
Обозначим через 𝑆(𝑛) внутреннюю сумму:
𝑆(𝑛) =
∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)
(︃(︂
1− 𝑛
𝑄
)︂2
−
(︂
𝑘
𝑃
)︂2)︃2
,
тогда
𝐻(𝑃,𝑄) =
9
𝑁
2𝑄−1∑︁
𝑛=0
𝑆(𝑛).
Обозначим через 𝑇 (𝑛) величину 𝑇 (𝑛) =
[︁
𝑃 ·𝑛
𝑄
]︁
. Ясно, что 𝑇 (𝑛+𝑄) = 𝑃 + 𝑇 (𝑛).
Лемма 4. При 𝑛 = 1, . . . , 𝑄− 1 справедливо равенство
𝐵(𝑄− 𝑛) = 𝐵(𝑄+ 𝑛) =
{︂
𝑘
⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛
𝑄
− 𝑃 < 𝑘 < 𝑃 − 𝑃𝑛
𝑄
}︂
.
Доказательство. Действительно, при 𝑛 = 1, . . . , 𝑄 − 1 из определения множества 𝐵(𝑛)
имеем
𝐵(𝑄− 𝑛) =
{︂
𝑘
⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛
𝑄
− 𝑃 6 𝑘 6 𝑃 − 𝑃𝑛
𝑄
}︂
=
{︂
𝑘
⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛
𝑄
− 𝑃 < 𝑘 < 𝑃 − 𝑃𝑛
𝑄
}︂
,
так как 𝑃𝑛𝑄 — нецелое число в силу (𝑃,𝑄) = 1.
Аналогично, имеем
𝐵(𝑄+ 𝑛) =
{︂
𝑘
⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛
𝑄
− 𝑃 < 𝑘 < 𝑃 − 𝑃𝑛
𝑄
}︂
,
что и доказывает утверждение леммы. 2
Лемма 5. Справедливо равенство
𝐻(𝑃,𝑄) =
9
𝑁
(︃
𝑆(0) + 𝑆(𝑄) + 2
𝑄−1∑︁
𝑛=1
𝑆(𝑛)
)︃
.
Доказательство. Действительно, из определения величины 𝑆(𝑛) и леммы (4) имеем
𝑆(𝑄− 𝑛) =
∑︁
𝑘∈𝐵(𝑄−𝑛)
(︃(︂
𝑛
𝑄
)︂2
−
(︂
𝑘
𝑃
)︂2)︃2
=
∑︁
𝑘∈𝐵(𝑄+𝑛)
(︃(︂
− 𝑛
𝑄
)︂2
−
(︂
𝑘
𝑃
)︂2)︃2
= 𝑆(𝑄+ 𝑛).
Отсюда следует утверждение леммы. 2
Лемма 6. Справедливы равенства:
при 𝑛 = 0 𝑆(0) = 1;
при 𝑛 = 1, . . . , 𝑄− 1
𝑆(𝑛) =
(︂
1− 𝑛
𝑄
)︂4
(1 + 2𝑇 (𝑛))− 2
(︂
1− 𝑛
𝑄
)︂2 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
+
+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛)− 1)
15𝑃 4
;
при 𝑛 = 𝑄
𝑆(𝑄) =
(𝑃 − 1)(2𝑃 − 1)(3𝑃 2 − 3𝑃 − 1)
15𝑃 3
.
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Доказательство. Действительно, при 𝑛 = 0 имеем:
𝑆(0) =
∑︁
𝑘∈𝐵(0)
(︃
1−
(︂
𝑘
𝑃
)︂2)︃2
=
∑︁
𝑘=0
(︃
1−
(︂
𝑘
𝑃
)︂2)︃2
= 1.
При 𝑛 = 1, . . . , 𝑄− 1 получим:
𝑆(𝑛) =
(︂
1− 𝑛
𝑄
)︂4
|𝐵(𝑛)| − 2
(︂
1− 𝑛
𝑄
)︂2 ∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)
(︂
𝑘
𝑃
)︂2
+
∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)
(︂
𝑘
𝑃
)︂4
.
Имеем |𝐵(𝑛)| = 1 + 2𝑇 (𝑛) и
∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)
(︂
𝑘
𝑃
)︂2
=
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
,
∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)
(︂
𝑘
𝑃
)︂4
=
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛)− 1)
15𝑃 4
.
Отсюда следует, что
𝑆(𝑛) =
(︂
1− 𝑛
𝑄
)︂4
(1 + 2𝑇 (𝑛))− 2
(︂
1− 𝑛
𝑄
)︂2 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
+
+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛)− 1)
15𝑃 4
.
При 𝑛 = 𝑄 получим:
𝑆(𝑄) =
∑︁
𝑘∈𝐵(𝑄)
(︂
𝑘
𝑃
)︂4
= 2
𝑃−1∑︁
𝑘=1
(︂
𝑘
𝑃
)︂4
=
𝑃 (𝑃 − 1)(2𝑃 − 1)(3𝑃 2 − 3𝑃 − 1)
15𝑃 4
.
2
Для краткости положим 𝑡(𝑛) =
{︁
𝑃 ·𝑛
𝑄
}︁
, тогда 𝑇 (𝑛) = 𝑃 ·𝑛𝑄 − 𝑡(𝑛) и
𝑆𝜈,𝜇(𝑃,𝑄) =
1
𝑄
𝑄−1∑︁
𝑛=1
(︂
𝑛
𝑄
)︂𝜈
𝑡𝜇(𝑛), 𝜈, 𝜇 > 0.
Теорема 2. Справедливо равенство
𝐻(𝑃,𝑄) =
9
𝑁
(︃
2
5
𝑃 +
2
3𝑃
− 1
15𝑃 3
+ 2
𝑄−1∑︁
𝑛=1
(︂
1 + 2𝑇 (𝑛)− 2𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
+
+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛)− 1)
15𝑃 4
−
−4 𝑛
𝑄
(︂
1 + 2𝑇 (𝑛)− 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
)︂
+
+
(︂
𝑛
𝑄
)︂2(︂
6(1 + 2𝑇 (𝑛))− 2𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
)︂
−
−
(︂
𝑛
𝑄
)︂3
4(1 + 2𝑇 (𝑛)) +
(︂
𝑛
𝑄
)︂4
(1 + 2𝑇 (𝑛))
)︃)︃
.
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Доказательство. Действительно, из лемм 5 и 6 следует, что
𝐻(𝑃,𝑄) =
9
𝑁
(︃
1 + 2
𝑄−1∑︁
𝑛=1
𝑆(𝑛) +
(𝑃 − 1)(2𝑃 − 1)(3𝑃 2 − 3𝑃 − 1)
15𝑃 3
)︃
=
=
9
𝑁
(︃
2
5
𝑃 +
2
3𝑃
− 1
15𝑃 3
+ 2
𝑄−1∑︁
𝑛=1
𝑆(𝑛)
)︃
.
Далее имеем:
𝑆(𝑛) =
(︂
1− 𝑛
𝑄
)︂4
(1 + 2𝑇 (𝑛))− 2
(︂
1− 𝑛
𝑄
)︂2 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
+
+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛)− 1)
15𝑃 4
=
= 𝑆0(𝑛) +
𝑛
𝑄
𝑆1(𝑛) +
(︂
𝑛
𝑄
)︂2
𝑆2(𝑛) +
(︂
𝑛
𝑄
)︂3
𝑆3(𝑛) +
(︂
𝑛
𝑄
)︂4
𝑆4(𝑛),
где
𝑆0(𝑛) = 1 + 2𝑇 (𝑛)− 2𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
+
+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛)− 1)
15𝑃 4
;
𝑆1(𝑛) = −4
(︂
1 + 2𝑇 (𝑛)− 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
)︂
;
𝑆2(𝑛) = 6(1 + 2𝑇 (𝑛))− 2𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
;
𝑆3(𝑛) = −4(1 + 2𝑇 (𝑛)); 𝑆4(𝑛) = 1 + 2𝑇 (𝑛).
Отсюда следует, что
𝐻(𝑃,𝑄) =
9
𝑁
(︃
2
5
𝑃 +
2
3𝑃
− 1
15𝑃 3
+ 2
𝑄−1∑︁
𝑛=1
(︂
1 + 2𝑇 (𝑛)− 2𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
+
+
𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)(3𝑇 2(𝑛) + 3𝑇 (𝑛)− 1)
15𝑃 4
−
−4 𝑛
𝑄
(︂
1 + 2𝑇 (𝑛)− 𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
)︂
+
+
(︂
𝑛
𝑄
)︂2(︂
6(1 + 2𝑇 (𝑛))− 2𝑇 (𝑛)(𝑇 (𝑛) + 1)(2𝑇 (𝑛) + 1)
3𝑃 2
)︂
−
−
(︂
𝑛
𝑄
)︂3
4(1 + 2𝑇 (𝑛)) +
(︂
𝑛
𝑄
)︂4
(1 + 2𝑇 (𝑛))
)︃
.
2
4. Об одном подходе для вычисления сумм с целыми частями
Пусть (𝑃,𝑄) = 1 и рассмотрим простейшую сумму целых частей
𝑆(𝑃,𝑄) =
𝑄−1∑︁
𝑛=0
[︂
𝑃𝑛
𝑄
]︂
,
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которую можно легко вычислить
𝑆(𝑃,𝑄) =
𝑄−1∑︁
𝑛=0
𝑃𝑛
𝑄
−
𝑄−1∑︁
𝑛=0
{︂
𝑃𝑛
𝑄
}︂
=
𝑃 (𝑄− 1)
2
−
𝑄−1∑︁
𝑛=0
{︂
𝑛
𝑄
}︂
=
𝑃 (𝑄− 1)
2
− (𝑄− 1)
2
=
(𝑃 − 1)(𝑄− 1)
2
.
Этот метод при переходе к более сложным суммам вызывает при реализации существенные
трудности.
Рассмотрим другой метод, который, на наш взгляд, имеет перспективы для обобщения.
Мы будем считать, что 𝑃 = 𝑃𝑚, 𝑄 = 𝑄𝑚, где 𝑃𝑚 и 𝑄𝑚 — числители и знаменатели 𝑚-ой
подходящей дроби, а 𝑞0,. . . ,𝑞𝑚 — неполные частные. Воспользуемся представлением
𝑛 = 𝑦𝑄𝑚−1 + 𝑥,
{︂
0 6 𝑦 6 𝑞𝑚 − 1, 0 6 𝑥 6 𝑄𝑚−1 − 1, при 0 6 𝑛 < 𝑞𝑚𝑄𝑚−1,
𝑦 = 𝑞𝑚, 0 6 𝑥 6 𝑄𝑚−2 − 1 при 𝑞𝑚𝑄𝑚−1 6 𝑛 6 𝑄𝑚 − 1.
Заметим, что[︂
𝑃𝑛
𝑄
]︂
=
[︂
𝑃𝑚−1𝑛
𝑄𝑚−1
+
(−1)𝑚−1𝑛
𝑄𝑚𝑄𝑚−1
]︂
=
[︂
𝑃𝑚−1𝑛
𝑄𝑚−1
]︂
= 𝑃𝑚−1𝑦 +
[︂
𝑃𝑚−1𝑥
𝑄𝑚−1
]︂
.
Отсюда следует рекуррентное соотношение при 𝑚 > 2
𝑆(𝑃𝑚, 𝑄𝑚) =
𝑞𝑚−1∑︁
𝑦=0
𝑄𝑚−1−1∑︁
𝑥=0
(︂
𝑃𝑚−1𝑦 +
[︂
𝑃𝑚−1𝑥
𝑄𝑚−1
]︂)︂
+
𝑄𝑚−2−1∑︁
𝑥=0
(︂
𝑃𝑚−1𝑞𝑚 +
[︂
𝑃𝑚−1𝑥
𝑄𝑚−1
]︂)︂
=
=
𝑞𝑚(𝑞𝑚 − 1)
2
𝑃𝑚−1𝑄𝑚−1 + 𝑞𝑚𝑆(𝑃𝑚−1, 𝑄𝑚−1) + 𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑄𝑚−2 + 𝑆(𝑃𝑚−2, 𝑄𝑚−2).
При 𝑚 = 0 имеем 𝑄0 = 1 и
𝑆(𝑃0, 𝑄0) =
𝑄0−1∑︁
𝑛=0
[︂
𝑃0𝑛
𝑄0
]︂
= 0.
Если 𝑄1 = 1, то 𝑆(𝑃1, 𝑄1) = 0. Пусть 𝑄1 = 𝑞1 > 1, тогда
𝑆(𝑃1, 𝑄1) =
𝑞1−1∑︁
𝑛=0
[︂
(𝑞0𝑞1 + 1)𝑛
𝑞1
]︂
= 𝑞0
(𝑞1(𝑞1 − 1)
2
=
(𝑃1 − 1)(𝑄1 − 1)
2
и утверждение леммы верно при 𝑚 6 1. Далее по индукции имеем:
𝑆(𝑃𝑚, 𝑄𝑚) =
𝑞𝑚(𝑞𝑚 − 1)
2
𝑃𝑚−1𝑄𝑚−1 + 𝑞𝑚
(𝑃𝑚−1 − 1)(𝑄𝑚−1 − 1)
2
+
+𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑄𝑚−2 +
(𝑃𝑚−2 − 1)(𝑄𝑚−2 − 1)
2
=
𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑞𝑚𝑄𝑚−1
2
− 𝑞𝑚𝑃𝑚−1
2
− 𝑞𝑚𝑄𝑚−1
2
+
𝑞𝑚
2
+
+𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑄𝑚−2 +
𝑃𝑚−2𝑄𝑚−2
2
− 𝑃𝑚−2
2
− 𝑄𝑚−2
2
+
1
2
=
𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑞𝑚𝑄𝑚−1
2
− 𝑃𝑚
2
− 𝑄𝑚
2
+
+
𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑄𝑚−2
2
+
𝑃𝑚𝑄𝑚−2
2
+
𝑞𝑚
2
+
1
2
=
𝑞𝑚𝑃𝑚−1𝑄𝑚
2
− 𝑃𝑚
2
− 𝑄𝑚
2
+
𝑃𝑚𝑄𝑚−2
2
+
𝑞𝑚
2
+
1
2
=
=
𝑃𝑚𝑄𝑚
2
− 𝑃𝑚
2
− 𝑄𝑚
2
+
1
2
+𝑅𝑚,
где
𝑅𝑚 =
𝑞𝑚
2
+
𝑃𝑚𝑄𝑚−2
2
− 𝑃𝑚−2𝑄𝑚
2
= 0,
так как по известному тождеству для подходящих дробей имеем
𝑃𝑚−2𝑄𝑚 − 𝑃𝑚𝑄𝑚−2 = 𝑞𝑚.
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5. Заключение
Теорема 2 позволяет вычислять значение функции качества за 𝑂
(︁√︀
𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚)
)︁
ариф-
метических операций. Мы предполагаем, что найденное выражение для функции качества
можно просуммировать по 𝑛. В результате должно получиться выражение через числители
и знаменатели подходящих дробей к
√
𝑝 и неполные частные. Искомое выражение должно
будет позволить вычислять значение функции качества за 𝑂(ln𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚)) арифметических
операций.
По-видимому, осуществление этой программы может потребовать значительных ресурсов,
так как вычисление в конечном виде более простого выражения
𝐻𝑝(𝑎) =
9
𝑝
𝑝−1∑︁
𝑛=0
(︂
1− 2𝑛
𝑝
)︂2(︂
1− 2
{︂
𝑎𝑛
𝑝
}︂)︂2
потребовало 50 страниц подробного математического текста (см. [6]).
На возможное использование симметрии в лемме 4 обратил внимание А. В. Родионов, за
что выражаю ему свою благодарность.
Также выражаю свою благодарность научному руководителю профессору Н. М. Добро-
вольскому за постановку задачи, полезное обсуждение и постоянное внимание к работе.
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